Lectia 2: Trigonometrie in Masuratori Terestre

Obiective: Elevii vor aplica teoremele sinusurilor si cosinusurilor in rezolvarea
problemelor practice de topografie, vor calcula elemente inaccesibile si vor intelege
metoda triangulatiei.

I. PARTEA TEORETICA

1. De ce este Necesara Trigonometria in Topografie?

In practica topografici, nu putem misura intotdeauna direct toate elementele unui teren.
Exista obstacole naturale:

e Rauri, lacuri
o Cladiri
e Zone mlastinoase

e Terenuri cu pante abrupte

Solutia: Folosim triangulatia - metoda care transforméa problema masurarii directe intr-o
problema de calcul trigonometric.

2. Triangulatia — Conceptul de Baza

Definitie: Triangulatia este o metoda de determinare a pozitiei punctelor prin formarea
de triunghiuri succesive, pornind de la o baza cunoscuta.

we

Figura 1: Retea de triangulatie - fiecare triunghi porneste de la o latura cunoscuta.

Cum functioneaza:

e Se masoara o baza AB (accesibild si precis masurabila)
e Din punctele A si B se masoara unghiurile catre punctul C (inaccesibil)
e Se calculeaza distantele AC si BC folosind trigonometria

e Punctul C devine cunoscut si poate fi folosit ca punct de plecare pentru noi triun-
ghiuri



3. Teorema Sinusurilor — Pentru Situatia AAS sau SSA

Enunt: Intr-un triunghi oarecare, raportul dintre lungimea unei laturi si sinusul unghiului
opus este constant si egal cu diametrul cercului circumscris.

a b c
sin(A) a sin(B) h sin(C) =2h

unde R este raza cercului circumscris.

Cand folosim? Cand cunoastem:

e AAS (Unghi-Unghi-Latura): Dou& unghiuri si o laturd neadiacenta
e ASA (Unghi-Latura-Unghi): Doud unghiuri si latura dintre ele

e SSA (Latura-Laturd-Unghi): Doud laturi si un unghi opus uneia dintre ele (caz
ambiguu!)

Figura 2: Triunghi oarecare cu notatiile pentru teorema sinusurilor.

Exemplu practic de aplicare AAS: Sa presupunem ca vrem sa masuram distanta
pana la un copac (C) de pe malul opus al unui rdu. Pe malul accesibil, masuram o baza
AB = 50 m. Din A masuram unghiul BAC = 65°. Din B masuram unghiul ABC = 70°.
Putem calcula AC si BC fara sa traversam raul!

4. Teorema Cosinusurilor — Pentru Situatia SAS sau SSS
Enunt: Intr-un triunghi oarecare, patratul unei laturi este egal cu suma pétratelor celor-

lalte doua laturi, minus de doua ori produsul acestor laturi si cosinusul unghiului dintre
ele.

a® = b* + 2 — 2bccos(A)



b’ = a® + ¢ — 2accos(B)
& = a* + b* — 2abcos(C)

Cand folosim? Cand cunoastem:

e SAS (Latura-Unghi-Latura): Doua laturi si unghiul dintre ele

e SSS (Latura-Latura-Laturd): Toate cele trei laturi (pentru a calcula unghiurile)

A

a C

Figura 3: Ilustratie geometrica pentru teorema cosinusurilor.
Exemplu practic de aplicare SAS: Un topograf masoara laturile AB = 120 m si AC

= 90 m ale unui teren triunghiular si unghiul dintre ele A = 55°. Poate calcula direct
latura BC fara a masura unghiurile B si C.

5. Comparatie intre Cele Doua Teoreme

Situatie Teorema recomandata Motiv

Se cunosc 2 unghiuri si o latura Sinusurilor Permite calculul celorlalte laturi dire
Se cunosc 2 laturi si unghiul dintre ele Cosinusurilor Da latura opusa unghiului cunoscut
Se cunosc toate cele 3 laturi Cosinusurilor Permite calculul oricarui unghi

Se cunosc 2 laturi si un unghi opus Sinusurilor Dar atentie la cazul ambiguul!

Cazul ambiguu SSA: Cand cunoastem doua laturi si un unghi opus uneia dintre ele,
pot exista 0, 1 sau 2 triunghiuri posibile! Acesta este motivul pentru care in masuratori
topografice se evita aceasta situatie.



II. EXEMPLU REZOLVAT COMPLET

Problema Topografica Reala: Pentru a determina distanta pana la un punct inacce-
sibil C (un turn pe un deal), topografii au instalat statii in punctele accesibile A si B. Au
masurat:

e Baza AB = 85.0 metri (precizie 1 cm)
e Unghiul BAC = 58°20/
e Unghiul ABC = 72°45

Cerinte:

a) Calculeaza unghiul ACB

b) Calculeaza distantele AC si BC

)
)
c¢) Calculeaza suprafata triunghiului ABC
d)

Daca azimutul AB este 40°, determina azimutul AC

REZOLVARE DETALIATA:
Pasul 1: Calculul unghiului ACB

Suma unghiurilor intr-un triunghi = 180°:
ZACB = 180° — (LBAC + ZABC)

Convertim in grade zecimale:

20 45
58°20" = 58 + 60 = 58.3333° 72°45 =72+ 60 = 72.75°

Suma:
58.3333 + 72.75 = 131.0833°
ZACB = 180 — 131.0833 = 48.9167° = 48°55’

Pasul 2: Calculul distantelor AC si BC cu Teorema Sinusurilor

AC AB sin(ZABC
sin(ZABC') - sin(ZACB) —AU=45- SmEl—ACBg
sin(72.75°)
sin(48.9167°)
sin(72.75°) &~ 0.9551,  sin(48.9167°) ~ 0.7547

AC =~ 85.0 - 1.2655 ~ 107.57 m

AC =850

Shnilar BC AB in(/BAC)
sin
sin(/BAC) — sin(ZACB) = BO=AB- sin(ZACB)
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sin(58.3333°)
sin(48.9167°)
sin(58.3333°) &~ 0.8516 = BC ~ 85.0 - 1.1284 ~ 95.91 m

BC =85.0-

Pasul 3: Calculul suprafetei triunghiului ABC

Folosim formula ariei cu doua laturi si sinusul unghiului dintre ele:

A= % -AB - AC -sin(£BAC)

1 1
A= R 85.0 - 107.57 - sin(58.3333°) = 3 85.0 - 107.57 - 0.8516 ~ 3893.43 m?

Pasul 4: Determinarea azimutului AC

Azimutul AB = 40° (dat)
Unghiul BAC = 58°20" = 58.3333° (masurat)

Azimutul AC se obtine rotind directia AB cu unghiul BAC in sens trigonometric (invers
acelor de ceasornic):

Azpc = Azap — LBAC
Azac = 40° — 58.3333° = —18.3333°
Unghi negativ = adaugam 360°:
Azac = 360° — 18.3333° = 341.6667° = 341°40’

Raspuns final:

o /ACB = 48°5%

e AC =~ 107.57m, BC ~9591m
e Suprafata ~ 3893 m?

o Azjc =~ 341°40

ITI. SET DE 10 EXERCITII PENTRU LECTIE (cu re-
zolvari complete)

Exercitiul 1 (AAS)

Enunt: Intr-un triunghi teren, se cunosc b = 80 m, A = 40°, B = 75°. Gaseste latura a.

Rezolvare:
C = 180° — (40° 4 75°) = 65°
a b sin(A)
sin(A)  sin(B) — sin(B)
sin(40°) 0.6428
. ~ 80 - ~ 53.23
sin(75°) 0.9659 "

Explicatie: Am aplicat teorema sinusurilor pentru situatia AAS.
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Exercitiul 2 (ASA)
Enunt: Doud puncte A si B sunt separate de un lac. Din A si C (punct auxiliar pe malul
accesibil), se masoara: AC' =110 m, ZA = 50°, ZC = 65°. Gaseste AB.

Rezolvare:
B =180° — (50° + 65°) = 65°

Triunghiul are A = 50°, B = 65°, C' = 65° (isoscel).

AB AC sin(C')
= AB = AC -
sn(C)  sm(B) ¢ Sn(B)
e 09063
sin(65°) ~ 0.9063 = AB = 110 00063 — 110 m

Explicatie: Triunghiul este isoscel cu AC' = AB = 110 m.

Exercitiul 3 (SAS cu cosinusuri)
Enunt: Un triunghi teren are laturile ¢ = 65 m, b = 80 m, si unghiul C' dintre ele = 45°.
Gaseste lungimea laturii c.

Rezolvare:
c® =a®+b* — 2abcos(C)

2 =652 4 80% — 2- 65 - 80 cos 45°
2 = 4225 + 6400 — 10400 - 0.7071
2 = 10625 — 7353.84 = 3271.16 = ¢ = v/3271.16 ~ 57.19 m

Explicatie: Situatie SAS perfecta pentru teorema cosinusurilor.

Exercitiul 4 (SSS pentru unghi)

Enunt: Calculeaza cel mai mare unghi al unui teren triunghiular cu laturile 25 m, 30 m
si 35 m.

Rezolvare: Cel mai mare unghi este opus laturii celei mai mari (35 m). Notam a = 35,
b =30, c = 25.
P+ —a

A) =
cos(A) 5he
2 4252 — 352 25 — 122
COS(A):30+ 5 35 :900—|-65 5:30020‘2
2-30-25 1500 1500

A = arccos(0.2) ~ 78.46° = 78°28'

Explicatie: Cosinusurilor pentru unghiuri cand cunoastem toate laturile.



Exercitiul 5 (Inaltime indirecta)
Enunt: Un stalp de indltime necunoscuta arunca o umbra de 18 m cand unghiul de
elevatie al soarelui este de 35°. Calculeaza inaltimea stalpului.

Rezolvare:

h
tan 35° = 5 = h = 18tan 35°

tan 35° ~ 0.7002 = h ~ 18 - 0.7002 ~ 12.60 m

Explicatie: Trigonometria in triunghi dreptunghic.

Exercitiul 6 (Acoperis triunghiular)

Enunt: Un acoperis are forma unui triunghi isoscel cu baza 12 m si unghiurile de la baza
de 70°. Care este lungimea capriorului (latura egald)?

Rezolvare: Iniltimea imparte baza in dous: 12 /2 =06 m.

6
cos 70° = ——— = caprior =
caprior cos 70°
cos 70° ~ 0.3420 = caprio 0 17.54
~ 0. rior ~ ~ 17.54 m
P 0.3420

Explicatie: Aplicatie practica in constructii.

Exercitiul 7 (Latime rau)

Enunt: Pentru a masura latimea unui rau (AB), de la un copac pe malul opus (B), se
masoara pe malul accesibil un segment AC' = 60 m. Unghiul BAC = 40°, BC'A = 105°.
Gaseste latimea AB.

Rezolvare:
B =180° — (40° 4 105°) = 35°

AB AC sin C
sinC  sinB = AB=AC- sin B
sin 105°
AB =60 -
60 sin 35°

sin 105° ~ 0.9659, sin35° ~ 0.5736 = AB ~ 60 - 1.6840 ~ 101.04 m

Explicatie: Masurare indirecta clasica.

Exercitiul 8 (Patrulater divizibil)

Enunt: Un teren este un patrulater convex. Imparte-1 in dou# triunghiuri si explica ce
date ai nevoie pentru a-i calcula suprafata totala.

Rezolvare: Metoda:
1) Alegem o diagonald (AC) care imparte patrulaterul in triunghiuri ABC si ACD
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2) Pentru triunghiul ABC, avem nevoie de:

e Varianta 1: 2 laturi si unghiul dintre ele (AB, BC, ZB)
e Varianta 2: o latura si inaltimea corespunzatoare

e Varianta 3: toate cele 3 laturi (folosind formula lui Heron)
3) Similar pentru triunghiul ACD
4) Aria totald = Aria(ABC) + Aria(ACD)

Explicatie: Orice poligon convex se poate imparti in triunghiuri.

Exercitiul 9 (Panta drum)

Enunt: Unghiul de panta al unui drum este de 12°. Daca se parcurg 250 m pe drum, cu
cat se creste in altitudine?

Rezolvare:

sin 12° = i = h = 250sin 12°
250

sin 12° &~ 0.2079 = h ~ 250 - 0.2079 ~ 51.98 m

Explicatie: Diferenta de nivel in proiectarea drumurilor.

Exercitiul 10 (Verificare triunghi)
Enunt: Verifica daca exista un triunghi teren cu laturile 8 m, 10 m si 20 m.
Rezolvare: Inegalitatea triunghiului:

8+10=18 <20

CONCLUZIE: Nu exista un astfel de triunghi.

IV. SET DE 10 EXERCITII PENTRU ACASA (TEMA)

Instructiuni: Rezolvati urmatoarele probleme, prezentand toate calculele.
1. Triangulatie simpla: Intr-un triunghi teren, se cunosc: a = 45 m, B = 55°, C' = 70°.
Calculeaza unghiul A si laturile b si c.

2. Distanta inaccesibila: Pentru a afla distanta de la punctul A la punctul inaccesibil
D, s-au facut masuratori in triunghiul ABD: AB = 75 m, ZA = 62°, /B = 48°.
Calculeaza AD.

3. Teritoriu triunghiular: Un teren triunghiular are laturile de 85 m si 95 m care
formeaza un unghi de 115°. Calculeaza:

a) A treia latura



10.

b) Suprafata terenului

. Verificare unghiuri: Un triunghi are laturile de 28 m, 45 m si 50 m. Calculeaza

toate unghiurile sale.

. Inéltime turn: Pentru a masura inaltimea unui turn, se masoara din doud puncte A

si B (cu AB = 40 m) unghiurile de elevatie: din A = 35°, din B = 42°. Calculeaza
inaltimea turnului.

Suprafata patrulaterului: Un patrulater ABCD are diagonala AC' = 60 m. In
triunghiul ABC: AB =35 m, BC =45 m, /B = 80°. In triunghiul ADC: AD = 40
m, DC =50 m, /D = 100°. Calculeaza suprafata totala.

Caz ambiguu SSA: Pentru un triunghi cu ¢ = 15 m, b = 20 m, A = 30°, determina
cate triunghiuri sunt posibile si calculeaza unghiul B in fiecare caz.

. Azimut si distanta: Din punctul P, azimutul catre Q este 85° si distanta PQ) = 120

m. Din Q, azimutul catre R este 210° si distanta QR = 90 m. Calculeaza distanta
PR si azimutul de la P la R.

. Teritoriu neregulat: Un teren pentagonal este impartit in 3 triunghiuri. Ariile

triunghiurilor sunt: 450 m?, 380 m? si 520 m?. Care este suprafata totala a terenului?

Problema de terasament: Un teren trapezoidal are baza mare de 80 m, baza mica
de 50 m si unghiurile de la baza mare de 65°. Calculeaza inaltimea trapezului si
suprafata sa.

V. REZOLVARI SCHEMATICE PENTRU TEMA

10.

L LA=D55° b 45 030 302 m, e A 45 S50 — 45

70° sin 55°

/4D =70°, AD =75 248 ~ 59.3 m

a) ¢ = 852 —|—952—2 85 - 95COS115O:>0~1492m
b) A= -95sin 115° ~ 3658.5 m?

N =

cos A = I 08529 = A & 31.5% similar B &~ 85.2°, C' & 63.3°

. Fie h inaltimea, x distanta de la A la proiectie. Sistem: % tan 35° =

) $+40
tan42° = h ~ 52.7m

A = % - 35 - 45sin 80° + % -40 - 508in 100° &~ 773.6 + 984.8 = 1758.4 m?

sin B = A — 2008 — (.6667 = By ~ 41.8°, By ~ 138.2° (2 solutii)

a

. Teorema cosinusurilor in APQR: PR? = 120% + 90? — 2-120- 90 cos 125° = PR ~

183.5 m

. Agor = 450 + 380 + 520 = 1350 m?

2tan 65°




